16.3. Криволинейные интегралы.
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16.3.1. Введение. Рассмотрим следующую физическую задачу. Пусть в пространстве Oxyz вдоль кривой 
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 перемещается материальная точка под воздействием силы 
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; при этом сила может меняться от точки к точке. Требуется найти работу, которая совершается силой. 


В случае, когда в качестве
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 - прямолинейный отрезок (левая часть рисунка), и 
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- постоянная сила, работа есть скалярное произведение силы на вектор перемещения точки: 
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. Это выражение можно трактовать двумя способами. 

1. По определению скалярного произведения 
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2. Если расписать скалярное произведение в координатной форме, то 
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Пусть теперь 
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 - произвольная гладкая ограниченная кривая, и сила 
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 дугам, получим выражения двух интегральных сумм: 
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 между силой и кривой входит в подынтегральную функцию в явном виде), в то время как криволинейный интеграл второго рода меняет  знак при изменении  направления прохождения кривой: 
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Перейдём к формальным определениям.


16.3.2. Криволинейный интеграл первого рода (по длине дуги).


16.3.2.1. Определение криволинейного интеграла первого рода. Пусть в пространстве  переменных x,y,z задана кусочно-гладкая кривая 
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Теорема существования. Если функция f(x,y,z) непрерывна на кусочно-гладкой кривой 
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Случай замкнутой кривой. В этом случае в качестве начальной и конечной точки можно взять произвольную точку кривой. Замкнутую кривую в дальнейшем будем называть контуром и обозначать буквой С. То, что кривая, по которой вычисляется интеграл, замкнута, принято обозначать кружочком на знаке интеграла: 
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16.3.2.2. Свойства криволинейного интеграла первого рода. Для этого интеграла имеют место все шесть свойств, справедливых для определённого, двойного, тройного интеграла, от линейности до теоремы о среднем. Сформулировать и доказать их самостоятельно. Однако для этого интеграла справедливо и седьмое, персональное свойство:


Независимость криволинейного интеграла первого рода от направления прохождения кривой: 
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Доказательство. Интегральные суммы для интегралов, стоящих в правой и левой частях этого равенства, при любом разбиении кривой и выборе точек 
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16.3.2.3. Вычисление криволинейного интеграла первого рода. Примеры. Пусть кривая 
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 задана параметрическими уравнениями 
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Таким образом, вычисление криволинейного интеграла первого рода сводится к вычислению определённого интеграла по параметру. Если кривая задана параметрически, то этот переход не вызывает трудностей; если дано качественное словесное описание кривой, то основной трудностью может быть введение параметра на кривой. Ещё раз подчеркнём, что интегрирование всегда ведётся в сторону возрастания параметра.


Примеры. 1. Вычислить 
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Здесь переход к определённому интегралу проблем не вызывает: находим 
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2. Вычислить тот же интеграл по отрезку прямой, соединяющей точки [image: image90.wmf])

3

,

2

,

1

(

A

 и 
[image: image91.wmf])

8

,

3

,

3

(

-

-

B

. 

Здесь прямого параметрического задания кривой нет, поэтому на АВ необходимо ввести параметр. Параметрические уравнения прямой имеют вид 
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16.3.2.3.1. Вычисление криволинейного интеграла первого рода. Плоский случай. Если кривая лежит на какой-либо координатной плоскости, например, плоскости Оху, и задаётся функцией 
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Пример. Вычислить 
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2. Если за параметр взять переменную у, то 
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3. Естественно, можно взять обычные параметрические уравнения окружности 
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Если кривая задана в полярных координатах 
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16.3.2.4. Механические приложения криволинейного интеграла 1-го рода.

16.3.2.4.1. Масса m материальной кривой 
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Пример. Найти массу четверти лемнискаты 
[image: image130.wmf]j

=

2

cos

2

2

a

r

, если плотность выражается формулой ((x,y)=
[image: image131.wmf]kr

y

x

k

=

+

2

2

.

Решение: 
[image: image132.wmf]j

j

-

=

¢

j

=

2

cos

2

sin

,

2

cos

a

r

a

r

 , поэтому 
[image: image133.wmf]ò

ò

p

p

=

j

j

j

+

j

×

j

=

=

È

4

0

2

2

2

2

.

4

1

2

cos

2

sin

2

cos

2

cos

ka

d

a

a

a

k

krd

m

AB

l


16.3.2.4.2. Статические моменты и координаты центра масс. Пусть плоская материальная кривая 
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[image: image135.wmf]ò

È

m

=

AB

x

d

y

x

y

M

l

)

,

(

, относительно оси Oy: 
[image: image136.wmf]ò

È

m

=

AB

y

d

y

x

x

M

l

)

,

(

.

Аналогично, статические моменты пространственной кривой относительно координатных плоскостей вычисляются по формулам
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Координаты центра масс могут быть найдены по формулам
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Пример. Найти центр масс четверти однородной окружности 
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Решение: Можно считать, что (=1. Тогда масса кривой равна ее длине 
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Из соображений симметрии 
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16.3.2.4.3. Моменты инерции. Моменты инерции плоской кривой 
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с плотностью ( относительно координатных осей вычисляются по формулам
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моменты инерции относительно начала координат
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В случае пространственной кривой моменты инерции относительно координатных осей и начала координат определяются по формулам
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Пример. Найти момент инерции относительно оси Oz однородной винтовой линии ((=1)  x=acos t, y=asin t, z=at; 0 ( t ( 2(
Решение: 
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